Note sur les invariants du groupe affine 

par : Mustapha RAIS (Poitiers) 



Cette note m'a été suggérée par : 

- Une proposition de E.M. Baruch ([B]) : 

Soit P le sous-groupe de GL n (K) (K = M ou C) constitué par les matrices dont la dernière 
ligne est (0, 0, . . . , 0, 1). 

Key Proposition ([B], page 209) : Soit T une distribution P-invariante sur l'ouvert des éléments 
réguliers de GL n (K). Alors T est GL^i-Q-invariante. 

- Un lemme de T. Levasseur et J. T. Stafïord ([L-S]) : 

Soit g une algèbre de Lie (de dimension finie sur K — M.) qui admet une forme bilinéaire B, 
invariante et non dégénérée. Lorsque / : g — > R est une fonction dérivable invariante (par le 
groupe adjoint de g), on sait que : [Vf(x),x] = pour tout x dans g, où V/ est le gradient de 
/, calculé au moyen de B : 



On note Li : g — > g le champ de vecteurs adjoint, Li(x) = [ei,x] pour tout x. On a donc : 



où dif est la dérivée de / le long du vecteur e*. Pour de plus amples détails et des compléments, 
le lecteur pourra se reporter à [L-S](lemma 2.2). 



1. Dans la suite, g = g£(n,M), avec : 





et [Vf(x),x] — s'écrit : 



B(Vf(x), e*)[e,, x] = pour tout x. 



^(dim = o 



B(x,y) =tr(xy) (x,y)egxg 
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et p = Lie(P). On utilise la base naturelle (Eij)ij de g et sa base duale (E*j)ij, avec 
E*j = Eji, et on note le champ adjoint : Lij(x) = [Eij,x]. On a donc : 

trÇVf (x)Eji)[Eij, x] = pour tout x 



lorsque / est invariante. 

On applique ceci successivement aux fonctions invariantes : Pk{x) = \tr(x k ) (1 < k < n) 
de sorte que Vpk(x) — x fe_1 , et on obtient les n égalités : 

tr(x k E li )L l: j(x) = (0 < k < n - 1). 



Soit iy0 : g 



une fonction de classe C 1 . On a alors : 

tr(x k E :jl ){L l:j Lp){x) = (0 < k < n - 1) 



(Lij est considéré comme un opérateur différentiel linéaire homogène de degré 1). En par- 
ticulier, lorsque (p est localement P-invariante, i.e. lorsque : 

Lijf = 1 < i < n — 1, 1 < j < n, 

il reste : 

Y tr(x k E jn )L nj ip(x) = (0<fe<n-l). 

Il s'agit là d'un système linéaire à n inconnues L n j ip{x) (pour x fixé) dont le déterminant 
est : 

D(x) = dét(tr(x k E jn ) <k<n-i) ■ 

l<j<n 

La fonction D est un polynôme homogène de degré n(n — l)/2, qui est non nulle. On 
remarque en effet que : 

E{x) — [c n , e n x 1 . . . , e n x ] 

est le déterminant des n vecteurs lignes e n ,e n x, . . . ,e n x" -1 . On constate alors que lorsque 
x — x est une "matrice compagnon" : 



x 



... 

1 ... 
1 





a n -2 



1 ai 



on a : D(x) = [e n , e„_i, . . . , ei] = ±1. 

Il en résulte que L n i (p(x) — L n2 ip{x) = 
On a donc : 



= L nn ip(x) — pour tout x tel que : D{x) ^ 0. 



Lemme : Toute fonction ip, de classe C 1 et localement P-invariante, est localement 
GL(n, R)-invariante. 
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2. On note fi l'ensemble des x tels que D(x) ^ 0, c'est-à-dire l'ensemble des x tels que les 
vecteurs lignes e n , e n x, . . . , e n x n ~ x soient linéairement indépendants. Donc : fi C g r , où g r 
est l'ensemble des éléments réguliers de l'algèbre de Lie g = g£(n,M.). Par ailleurs, si y E P, 
on a : 

D{yxy~ l ) = [e„,e„2/xî/ _1 , . . . ,e n yx n ~ 1 y~ 1 } 

= [e„2r\ e n yxy~ x , e„yx" _1 y _1 ] 
= (dety- 1 ){e n ,e n yx,...,e n yx n - 1 } 
= (deÉy _1 )[e„,e„x, . . . ,e„x" _1 ] 

Donc fi est un ouvert de Zariski, P-invariant 7 constitué d'éléments réguliers. 

3. Soit T une distribution localement P-invariante sur qI(ti 7 R), i.e. telle que : 

LijT = lorsque 1 < i < n — 1, 1 < j < n. 
Comme ci-dessus, il vient : 

n 

tr(x k E jn )L nj T = (0 < k < n - 1) 

et par conséquent : 

D(L nj T) = (1 < j < n) 

où, dans le premier membre de l'égalité précédente, figure le produit de la fonction (C°°)D 
par la distribution L n jT. Donc L. n fT est nulle dans fi, pour tout entier j vérifiant 1 < j < n. 



Lemme : Soit T une distribution localement P-invariante sur g£(n,R). Alors T est loca- 
lement g£(n, R)-invariante sur fi. 

4. Remarques : 1) Le couple (e„, x) définit une forme linéaire sur l'algèbre de Lie du groupe 
affine Aff(M") de R™. La condition : 

[^n; 6n^i • • • 5 &nX ] 7^ 

exprime que cette forme linéaire appartient à une orbite coadj ointe ouverte. 

2) Comme remarqué plus haut, l'ouvert fi contient les "matrices compagnons" . Par suite, 
le saturé de fi sous l'action adjointe de GL(n,R) est l'ouvert g r des éléments réguliers de 
Q£(n,R). 



Bibliographie 

[B] BARUCH E. M., A proof of Kirillov's conjecture. Ann. Math. 158, n° 1, (2003), 207-252. 

[L-S] LEVASSEUR T. & STAFFORD J. T., Differential operators commuting with invariant 
functions. Comment. Math. Hclvet., 72, (1997), 426-433. 



3 



